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摘  要  为提升差分波束形成器的鲁棒性，提出了一种基于非均匀声矢量线阵的差分波束形成方法。通

过无失真约束与极值约束实现了理想可转向差分波束图设计，通过对比波束响应与理想可转向差分波束图，

得到基于麦克劳林级数的最小范数解。从理论上分析了在非均匀线阵下阵元间距对白噪声增益的影响，证明

了在优化阵元位置后可以实现鲁棒性差分波束形成器的设计。不同于传统差分方法，所提出方法可以在不损

失空间增益的情况下提升差分波束形成器的鲁棒性。数值仿真证明：所提出方法在非均匀线阵下可以实现转

向同时具有更高的空间增益。 
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Abstract  In order to improve the robustness of the differential beamformer，a differential beamforming 
method based on non-uniform linear acoustic vector sensor array is proposed in this paper. The design of ideal 
steerable differential beampattern is realized by distortionless constraint and extreme value constraint，and the 
minimum-norm solution based on the McLaughlin series is obtained by comparing the beam response with the ideal 
steerable differential beampattern. The effect of the sensor spacing on white noise gain under a non-uniform linear 
array is theoretically analyzed，and it is demonstrated that the design of a robust differential beamformer can be 

achieved after optimizing the position of the sensors. Unlike the traditional differential method，the proposed method 
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can enhance the robustness of the differential beamformer without loss of spatial gain. Numerical simulations are 
used to demonstrate that the proposed method can realize steering with higher spatial gain under non-uniform linear 
array. 

Key words  non-uniform linear array；acoustic vector sensor；differential beamforming；white noise gain 

0  引言 

波束形成方法常用于声源定位、声呐与雷达探

测系统、语音信号增强等[1-6]。作为最经典的波束

形成方法，常规波束形成（Conventional Beamforming，

CBF）方法通过对传感器阵列中各阵元的数据进行

加权求和得到波束输出，可以获得高于单个无指

向性传感器的空间增益，但 CBF 方法所能提供的

空间增益有限，并且波束图形状随着频率改变而

变化，对宽带信号处理能力弱[3]。而差分波束形成

（Differential Beamforming，DBF）方法可以获得较

高且稳定的空间增益，其空间响应具有频率不变

性，有利于处理宽带信号，克服了 CBF 方法局限

性[7]。为了保证差分过程的准确性，传感器阵列孔

径要足够小，通过 2 个无指向性传感器的差分可以

获得一阶差分指向性，以此类推，为了实现 N 阶

差分需要至少 N+1 个无指向性传感器[8-9]，但这种

通过多级差分过程得到的波束形成器在低频处鲁

棒性较差，严重地放大白噪声。为了缓解差分过程

中低频白噪声放大的缺陷，文献[10-11]中将时域的差

分过程转换为短时傅里叶变换（Short Time Fourier 

Transform，STFT）域，通过零约束方法设计差分

波束形成器，而后的差分波束形成器大多在 STFT

域进行优化设计，如鲁棒性超指向性波束形成器[12]、

基于二次特征值的波束形成器[13-14]等。 

HUANG 等[15]在 STFT 域的基础上，在频域进

行差分，得到了高于传统 STFT 域设计的波束形成

器的空间增益，而后这种方法又被应用于小孔径非

均匀线阵中，在获得较高的空间增益时仍能保证空

间响应不随频率变化[16]。理论上，由 M 个传感器

组成的小孔径均匀线阵（Small Aperture Uniform 

Linear Array，SAULA）空间处理增益可达 20logM[17]，

因而 DBF 方法大多应用于 SAULA 上。不同于传

统 DBF 方法，BENESTY 等[7]通过对比波束响应与

理论差分波束图，采用级数展开方法逼近理论差分

波束图，同样获得较高的空间增益。然而，上述

SAULA 研究均以端射方向构建模型，在蓝牙等语

音增强系统中 DBF 方法可以获得较稳定的增益。

而在雷达与声呐探测系统中，目标方位实时变化，

若仍采用端射方向构建模型可能会出现放大干扰、

抑制信号的现象，因此解决 SAULA 转向问题至关

重要[18-19]。JIN 等[8]通过对理论差分波束图的零点

分析，证明了采用无指向性传感器无法设计一阶可

转向 SAULA 并得到了 N（N >1）阶可转向波束图

的零点关系，依据传统的零陷方法设计出 N 阶可

转向的 SAULA。为了解决一阶 SAULA 不可转向

的问题，LENG 等[20]采用 2 个 SAULA 设计出正交

的偶极子响应，通过对正交的偶极子响应进行加权

可以得到不同类型的一阶差分波束响应。得益于声

矢量传感器（Acoustic Vectot Sensor，AVS）振速

通道具有正交的偶极子指向性，CHEN 等[21]采用麦

克劳林级数展开方法设计出可转向的矢量 SAULA，这

种方法可以被推广至 N 阶。上述可转向 DBF 方法

可以得到较高的空间增益，但是波束形成器的性能

在高频处出现严重的性能退化[22]。 

考虑到非均匀线阵（Non-Uniform Linear Arrays，

NULAs）具备更好的鲁棒性，本文以非均匀声矢量

线阵为研究基础，首先提出了对特定干扰方向约束

的理想可转向差分波束图设计方法，结合麦克劳林

级数展开方法设计了 1~3 阶差分波束形成器，此设

计可以推广至 N 阶，从理论上分析了阵元间距对

白噪声增益的影响。数值仿真验证了所提方法在

NULA 框架下可以获得更高的白噪声增益。 

1  信号模型 

假设远场平面波入射到由 M 个矢量传感器构

成的非均匀声矢量线阵，传感器间距  1,m m   

, M ，入射角度 ，导向矢量可以表示为 

 ( , ) ( , ) ( )     A d a        （1） 

式中： 1 2
Tj cos j cos j cos( , ) e e e M            d

表示非均匀声压线阵的导向向量；T 表示转置运
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算；  T( ) 1 cos sin  a 表示单个矢量传感器的

导向向量；  表示 Kronecker 积； j 1  ；

cm m  ，c =1 500 m/s 为声速。当目标位于方位

s 时，接收信号可以表示为 

( ) ( , ) ( ) ( )s X     Y A V     （2） 

式中： ( )X  为第 1 个矢量传感器声压通道信

号 ； ( )V 为 3 1M  维 噪 声 向 量 ； ( ) Y  
TT T T

1 2( ) ( ) ( )M    Y Y Y 为 3 1M  维接收信

号向量；
T

, , ,( ) ( ) ( ) ( )
x ym m p m v m vy y y      Y 为

第 m 个矢量传感器接收信号； , ( )m py  ， , ( )
xm vy  、

, ( )
ym vy  分别表示第 m 个矢量传感器声压通道；vx

振速通道；vy 振速通道接收数据。采用传统的空域

滤波方法，可以得到滤波后的输出为 

H

1
H H

( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

M

m m
m

s X

  

     


 



Z h Y

h A h V

    

（3）

 

式中，H 表示共轭转置。 

图 1 给出了非均匀声矢量线阵差分波束形成的整

体实现流程，包括信号接收、加权处理、差分运算及

波束输出等步骤，为后续算法设计提供了整体框架。 

 

图 1  非均匀声矢量线阵差分波束形成实现流程 
Fig. 1  Implementation of differential beamforming for 

non-uniform linear acoustic vector sensor array 

2  性能度量 

2.1  波束图 

波束图衡量了波束形成器对来自不同方向平

面波的空间响应，波束图定义为 

  H

j cos
,

1

j cos
,

1

j cos
,

1

( ),cos ( , ) ( )

( )e

( )e cos

( )e sin

m

m

x

m

y

M
M

m p
m
M

m v
m
M

m v
m

B

h

h

h

 

 

 

    



 

 







 











h A h

（4）

 

为了保证目标方向上的信号无失真，非目标方

向上的干扰被抑制，通常要满足无失真约束，即 

  ( ),cos 1M sB   h       （5） 

传统的差分线阵大多数将转向角度假定为端

射方向，即 0s
 或 180s

 ，然而当目标位于非

端射方向时，波束图并不满足无失真响应，观测信

号可能被抑制，严重影响水下目标探测效果。为了

保证波束图无失真且具备转向能力，可以给出以下

约束： 

 
 
( ),cos

( ),cos
0

1

s

M s

M

B

B

 

 
 






 





 

h

h     （6） 

无失真约束与极值约束保证了在不同转向角

s 下，目标信号始终无失真。 

2.2  白噪声增益 

白噪声增益（White Noise Gain，WNG）衡量

波束形成器在空间白噪声下获得的增益，反应了波

束形成器的鲁棒性。WNG 定义为[6] 

 
2H

s

H

( ) ,cos
[ ( )]

( ) ( ) ( )W

W
  


  


h A

h
h Γ h

    （7） 

其中 

1,1 1,

,1 ,

( )
M

M M M

W W

W

W W


 
   
  


  



Γ Γ

Γ
Γ Γ

     （8） 

,

3 3

1 1
diag 1, ,           

2 2
                         

i kW
i k

i k

        
 

Γ
O

    （9） 
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式中：  diag  表示取其中元素构成对角矩阵； 3 3O

表示 3 3 维零矩阵。最大 WNG 波束形成器可以由

以下准则求得： 

 H H
s( ) ( ) ( )   min s.t. ( ) ,cos 1      h Γ h h A （10） 

利用拉格朗日乘子法可以得到最大 WNG波束

形成器为 

 
   

1
s

MWNG H 1
s s

( ) ,cos
( )

,cos ( ) ,cos
W

W

  


    




Γ A

h
A Γ A

（11） 

则采用小孔径矢量线阵所能获得最大 WNG为 

   

MWNG H
MWNG MWNG

H 1
s s

1
[ ( )]

( ) ( ) ( )

,cos ( ) ,cos 3
W

W

W

M


  

    

 



h
h Γ h

A Γ A （12）

 

2.3  指向性因子 

指向性指数（Directivity Factor，DF）衡量了

波束形成器在各向同性噪声中的性能，量化了波束

形成器的指向性增益，其定义为[7] 

 

 

 

2

2π
2

0
2

H

[ ( )]
1

d
2π

( )

( ) (

( ),cos

( ),cos

,co

(

s

) )

M s

M

s

D

B

B
D

B

 

 










 

 


h

h

h Γ h

h

h
 

（13）

 

式中，    
2π

H

0

1
( ) ,cos ,cos d

2πD       Γ A A 为噪

声互谱矩阵，具体可以表示为 

1,1 1,

,1 ,

( )
M

M M M

D D

D

D D


 
   
  


  



Γ Γ

Γ
Γ Γ

    （14） 

其中 

       
       

   

,

,,
,

, ,
,

,

1 1
diag 1, ,                   

2 2

0

0     

0 0

x
i k

x x

y

i ki k
p p v

D
k i i k

p v v

i k
v

i k

i k

   

   

 

      
 

  
  
 
 
 

Γ  

（15） 

     ,
1, jJ

x

i k
k ip v         

     ,
0Ji k

p k i         

        ,
0 2

1
J J

2x

i k
k i k iv                

        ,
0 2

1
J J

2x

i k
k i k iv                  

式中，  Jn  为 n 阶柱贝塞尔函数。 

最大 DF 波束形成器（也称超指向性波束形成

器）可由以下准则求得[23]： 

 H H
s( ) ( ) ( )   min s.t. ( ) ,cos 1D      h Γ h h A （16） 

同理，采用拉格朗日乘子法，可以求得最大

DF 波束形成器为 

 
   

1
s

MDF H 1
s s

( ) ,cos
( )

,cos ( ) ,cosD

  


    




Γ A

h
A Γ A

 （17） 

则对应的最大 DF 为 

   
   

MDF

H
MDF
H 1

s s

H 1
s s

[ ( )]
1

( ) ( ) ( )

,cos ( ) ,cos

tr ,cos ( ) ,cos

D

D

D 

  
    

    











  

h

h Γ h

A Γ A

A Γ A

  

（18）

 

式中，  tr  表示矩阵的迹运算。根据矩阵的迹运算

性质，    tr trBC CB 。公式（18）可以进一步表

示为 

   
   

H 1
MDF s s

1 H
s s

[ ( )] tr ,cos ( ) ,cos

       tr ( ) tr ,cos ,cos

D

D

D      

    





   
       

h A Γ A

Γ A A
 

1       2 tr ( )DM   Γ  （19） 

可以看出，最大 DF 取决于传感器数量与背景

噪声。 

3  宽频带差分波束形成器设计 

3.1  理想 N阶可转向差分波束图 

理想 N 阶可转向差分波束图可表示为 

 

   T
,

0

,cos

cos cos

N N s

N
n

N n s N N s
n

B

a

 

   


   

    

a

a p
（20）

 

式中：
T

,0 ,1 ,N N N N Na a a   a 为波束图系数；

,
0

1
N

N n
n

a


 。 

     
T

cos 1 cos cosN
N s s s             p  

将（6）约束应用于理想差分波束图中，可以

得到 

  ,
0

,cos 1
N

N N s s N n
n

B a 


     a   （21） 
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且 

 

   1
,

1

,cos

cos sin 0

s

N N s

N
n

N n s s s s
n

B

na

 

 


   







    


   

a

 

（22）

 

可以看出，不同于传统的波束图，理想 N 阶

可转向差分波束图在转向角处始终满足极值约

束，这意味着理想一阶可转向波束图具备转向能

力，同时在端射方向上不会出现伪峰。与超指向

性波束形成器类似，波束图系数也可以通过构建

优化准则进行求解[24]，当特定方向上存在干扰时，

满足 
T

p   s.tm n .i N N N a Γ a Pa i       （23） 

其中： 

   
2π

p
0

Tcos
1

d
π

cos
2 N s N s            p pΓ  

式中：
TT1    i O ； O 为 1  维全零列向量，

1, ,    N  为波束图零点方向。 

   

 
1

T

cos cos

cos

N s s N s

N s

   

 

        

 

 

 

p p

p

P

（24）
 

可以得到公式（23）的解为[25] 

  11 T 1 T
CMDF, p pN 

 a Γ P PΓ P i    （25） 

3.2  一阶可转向差分波束形成器设计 

将公式（4）进行麦克劳林级数展开，得到 

 
 

 

 

 

 

 

,

,
0 1

,
0 1

,
0 1

,
0 1

1
,

0 1

,

( ),cos

j cos
( )

!

j cos
( )cos

!

j cos
( )sin

!

j
cos ( )

!

j
cos ( )

!

j
cos sin (

!

x

y

x

y

M N
nM

m
m p

n m
nM

m
m v

n m
nM

m
m v

n m
n M

n n
m m p

n m
n M

n n
m m v

n m
n

n n
m m v

B

h
n

h
n

h
n

h
n

h
n

h
n

 

 


 
 

 
 


  


  


   



 



 



 



 




 



















 

 

h

0 1

)
M

n m



 
 

（26）

 

利用有限阶的截断阶数 pN 代替，可以得到 

 

 

 

 

 
 
 

,

,
0 1

1
,

0 1

,
0 1

( ),cos

j cos ( )

j cos ( )

j cos sin ( )

cos ( )

cos ( )

cos ( )

t

t

x

t

y

t t t

t t t x

t t t y

M N
N M

n n n
m m p

n m
N M

n n n
m m v

n m
N M

n n n
m m v

n m

N N N p

N N N v

N N N v

B

h

h

h

 

   

   

    

 
 
 

 



 

 













 

 

 



h

p Q T h

p Q T h

p Q T h （27）

 

其中： 

   
TT T

1 1cos cos
t tN N N N      p p 0  

1 2t tN N   T t t t  

T

1 2
n n n

n M     t  

   cos cos cos
t tN N   p p  

   cos cos sin
t tN N   p p  

     0 1
j j j

diag , , ,
0! 1! !

t

t

N

N
tN

      
  

Q  

T

1, ,( ) ( ) , ( )p p M ph h     ，h  

T

1, ,( ) ( ), , ( )
x x xv v M vh h     h  

T

1, ,( ) ( ), , ( )
y y yv v M vh h     h  

将公式（20）中 N 限制为 1，可以得到理想一

阶可转向差分波波束图： 

   1 1 1,0 1,1

1,0 1,1 1,1

,cos cos

cos cos sin sin
s s

s s

B a a

a a a

   
   

      
 
a

（28）
 

对比公式（27）与公式（28）可以得到 

1,

1,

1,

( )

( )

( )

t t

t t x x

t t y y

N N p p

N N v v

N N v v





 



 

Q T h a

Q T h a

Q T h a

       （29） 

其中： 
TT

1, 1,0 tp Na   Oa  

TT
1, 1,1 cos

x tv s Na    a O  

TT
1, 1,1 sin

y tv s Na    a O  

可以得到矢量传感器各通道权向量的最小范

数解为 
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 
 
 

1H H 1
1,

1H H 1
1,

1H H 1
1,

( )

( )

( )

t t t t

x t t t t x

y t t t t y

p N N N N p

v N N N N v

v N N N N v







 

 

 

 




 


h T T T Q a

h T T T Q a

h T T T Q a

   （30） 

3.3  二阶可转向差分波束形成器设计 

同理，将公式（20）中 N 限制为 2，可以得到

理想二阶可转向差分波波束图： 

 
 

2 2

2
2,0 2,2 2,1

2
2,1 2,2

2,2

,cos

sin cos cos

sin sin cos 2 cos

sin 2 cos sin

s

s s

s s

s

B

a a a

a a

a

 

  

   
  

   
  

 

a

  

（31）

 

通过对比公式（27）与公式（31），本征波束

cos 项由矢量传感器的 P 通道与 Vx 通道加权构

成。为了区分 P 通道与 Vx 通道对 cos 项的贡献，

引入常数 ，满足  0,1  ，公式（31）改写为 

 
 
 

2 2

2
2,0 2,2 2,1

2
2,1 2,2

2,1 2,2

,cos

sin cos cos

1 cos cos cos 2 cos

sin sin sin 2 cos sin

s

s s

s s

s s

B

a a a

a a

a a

 

   

    
    

   
  

  


a

（32）

 

常数 并不会改变理想差分波束图的形状。当

0  时，本征波束 cos 项由 Vx 通道加权构成；当

1  时，本征波束 cos 项由 P 通道加权构成。因

此，可以得到 

2,

2,

2,

( )

( )

( )

t t

t t x x

t t y y

N N p p

N N v v

N N v v





 



 

Q T h a

Q T h a

Q T h a

       （33） 

其中： 
T2 T

2, 2,0 2,2 2,1 1sin
tp s Na a a     a O  

 
TT

2, 2,1 2,2 11 cos cos 2
x tv s s Na a      Oa  

TT
2, 2,1 2,2 1sin sin 2

y tv s s Na a     Oa  

同理，矢量传感器各通道权向量的最小范数

解为 

 
 
 

1H H 1
2,

1H H 1
2,

1H H 1
2,

( )

( )

( )

t t t t

x t t t t x

y t t t t y

p N N N N p

v N N N N v

v N N N N v







 

 

 

 




 


h T T T Q a

h T T T Q a

h T T T Q a

   （34） 

3.4  三阶可转向差分波束形成器设计 

将公式（20）中的 N 限制为 3，并引入常数

 ，可以得到三阶可转向差分波束形成器的最小

范数解： 

 

 
 
 

1H H 1
3,

1H H 1
3,

1H H 1
3,

( )

( )

( )

t t t t

x t t t t x

y t t t t y

p N N N N p

v N N N N v

v N N N N v







 

 

 

 




 


h T T T Q a

h T T T Q a

h T T T Q a

   （35） 

其中： 
TT

3, 3,0 3,1 3,2 2tp Nb b b     a O  

   
TT

3, 3,1 3,2 3,3 21 1
x tv Nb b b      Oa  

TT
3, 3,1 3,2 3,3 2y tv Nc c c    Oa  

2
3,0 3,0 3,2 sin sb a a    

2
3,1 3,1 3,3cos 3 sin coss s sb a a     

3,2 3,2 cos 2 sb a   

 2 2
3,3 3,3 cos cos 3sins s sb a      

3
3,1 3,1 3,3sin sins sc a a    

3,2 3,2 sin 2 sc a   

 2 2
3,3 3,3 3cos sin sins s sc a      

4  WNG 分析 

对理论 WNG 进行分析，由公式（7）可以得到 

 
2H

s

H

H

H H H

[ ( )]

( ) ,cos

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

1 1
( ) ( ) ( )( ) (

2
)

2
( )

xx y y

W

vpp v vv

W 

  

  

  

   







 

h

h A

h Γ h

h Γ h

hh hhhh



（36）

 

其中： 

 
 

 
   

1T H H 1
, ,

1T H H 1
, ,

1H 1 T H
, ,

H

11 T H H
, ,

( )

tr

tr

tr r

( )

t

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

p

N p N N N N N p

N p N N N N N p

N N N N p N p N

N N p N p N N N

p 
 

 

  

 



   



 
    

 
  

h

a Q T T Q a

a Q T T Q

h

a

T T Q a a Q

Q a a Q T T

   

（37）
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 
2 2

, 11 T H
, , 2

0

( !)
tr

t t

N
p i

N N p N p N i
i

i a


 



Q a a Q  

式中， , 1p ia  是 ,N pa 中第 i+1 个元素。 

1 1

2
H

1 1

2

1 1

t

t t

t t

M M
N

m m
m m

M M

m m
N N m m

M M
N N
m m

m m

M  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
   
 
 
 
  

 

 

 





  

 

T T    （38） 

可以看出，对于一阶差分可转向差分波束

形 成 器 ，  , ( ),cosM NB  h 中 N=0 ， 此 时

 1 T H
, ,tr

t tN N p N p N
 Q a a Q 与频率无关，即一阶差分波束

形成器对应的 WNG 具有频率不变性；对于一阶以

上的差分波束形成器，当阶数固定时，WNG 会随

着频率的增加而增加；相同频率下，WNG 会随着

波束形成器的阶数增加而降低，高阶差分波束形成

器会有较差的鲁棒性。 

由于 H
t tN NT T 逆矩阵求解较为复杂，下面以

M=3， 1tN  为例进行分析，对非均匀线阵与均匀

线阵下的 WNG。以第 1 个传感器为参考原点，设

阵列总长为  ，对于非均匀线阵，各阵元位置：

1 0  ， 2  ， 3  ，  0,1  ；当 1 2  时

为均匀线阵。公式（38）可以表示为 

3

H 1
1 1 3 3

2

1 1

3 m
m

m m
m m



 



 

 
 
 
 
 
 



 
TT       （39） 

则 

   
 

3
2

2 2
1H 1

2 2 23 3
2

1 1

3 3 1
tr

2 1
3

t t

m
m

N N

m m
m m

  

  
 

 

 

          
  
 



 
T T  

（40） 

通过上式可以看出，不同的传感器布放位置会

改变 WNG 的上限，这也说明对于固定阵列尺寸，

非均匀线阵的优化设计能够提升 WNG，得到更稳

健的波束形成器。 

5  仿真分析 

采用数值仿真验证所提出方法的有效性。分别

对一阶、二阶、三阶差分波束形成器的性能进行验

证，为了更清晰地体现出所提出方法地优越性，保

证阵列的总长度相同，将所提出方法与基于均匀声

矢量线阵的差分波束形成方法、可转向差分麦克风

阵列（Steerable Differential Microphone，SDMA）

方法进行对比分析。由于 SDMA 方法无法实现一

阶可转向差分波束形成，因此在设计一阶差分波束

形成器，采用可转向一阶差分波束形成器（Steerable 

First-Order Differential Beamformer，SFODB）方法

进行对比分析。 

5.1  一阶差分波束形成 

采用 5 个 AVS 组成的非均匀声矢量线阵进行

设计，阵元位置分别为 0，3 cm，7 cm，12 cm，

14 cm，转向角设置为 90°，波束图零点为 180°，

通过公式（25）确定理想波束图系数，截断阶数

Np = 2， 0.25  。 

图 2 给出了不同方法在 f = 1 kHz 时的一阶差

分波束图。可以看出，采用 SFODB 方法虽然波束

图主瓣较 AVS 类的波束图较窄，但是其波束图是

关于 0°~180°成轴对称的，这也是传统声压差分阵

列所存在的问题。在 NULA 和 ULA 框架下，所提

出方法设计的一阶差分波束图基本一致，趋近于 

理想差分波束图，相较于 SFODB 方法，其空间增

益更高。 

图 3 给出了不同方法一阶差分下 WNG 与 DF

随频率变化趋势。从图中可以看出，所提出方法无

论是在 NULA 还是 ULA 框架下，其 WNG 均大于

0，证明此时不会出现白噪声放大的问题，这是由

于单个 AVS 本身可以视为一阶差分波束形成器，

在延时求和类波束形成的框架下可以得到稳健的

差分结果；而 SFODB 方法尽管实现了一阶差分波

束形成器的转向能力，但是其低频处会严重放大白

噪声，鲁棒性较差。相较于 ULA，NULA 下波束

形成器 WNG 略高，可以通过数值类方法确定阵元

位置从而获得更高的 WNG。同样从图中可以看出，

采用 AVS 设计的差分波束形成器 DF 约为 4.7 dB，

高于声压传感器设计的差分波束形成器 DF，在高
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频处由于差分近似的准确性较低，高频处 DF 会有

所下降。 

 

图 2  f = 1 kHz 一阶差分波束图对比 
Fig. 2  Comparison of first-order differential 

beampatterns at f = 1 kHz 

 

图 3  一阶差分波束形成器性能分析 
Fig. 3  Performance analysis of first-order  

differential beamformer 

 
图 4 给出了不同方法的一阶差分波束图随频

率变化，可以看出，所采用的方法均可以获得频

率不变响应，SFODB 方法的波束图关于 180°对

称，其空间增益有限，在 NULA 与 ULA 下，所

提出方法在不同频率下均可以获得准确的波束

图近似结果。 

 

图 4  不同方法的一阶差分波束图随频率变化 
Fig. 4  First-order differential beampatterns variation with 

frequency for different methods  
 

5.2  二阶差分波束形成 

采用 5 个 AVS 组成的非均匀声矢量线阵进行

设计，阵元位置分别为 0，5 cm，8 cm，16 cm，

20 cm，转向角设置为 135°，波束图零点为 30°，

通过公式（25）确定理想波束图系数，截断阶数

Np = 3， 0.25  。 

图 5 给出了不同方法在 f = 1 kHz 时的二阶差

分波束图。由于 SDMA 方法设计的二阶差分波束

图具有对称性，在 135°与 225°存在峰值，且其主

瓣较宽，对相邻近目标与干扰分辨能力有限。在

NULA 与 ULA 框架下，2 种差分波束图基本一致，

和图 2 相比，其主瓣宽度更窄，更高阶的差分可以

获得更高的空间增益。 

图 6 给出了不同方法在二阶差分下 WNG 与

DF 随频率变化趋势。从 WNG 图中可以看出，所

提出方法在低频处 WNG 略高于 SDMA 方法，但

在高频处 SDMA 方法 WNG 更高；通过对比 NULA

与 ULA 可以看出，在 NULA 下的 WNG 略高于

ULA，这也再次印证了基于 NULA 的差分波束形

成具有更好的鲁棒性。对比图 3 与图 6 中 WNG 可

以发现，所提出方法随着差分阶数的增加 WNG 骤

降，在低频处白噪声放大现象更明显。从图 6 中

DF 随频率变化曲线可以看出，不同于其他鲁棒性
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方法，所提出方法可以在不损失 DF 的情况下提升

差分波束形成器的 WNG，WNG 的提升与阵元间

距选取密切相关。尽管 SDMA 方法 WNG 在高频

处更具优势，但是其 DF 会低于 SFODB 方法的 DF，

证明 SDMA 方法的空间增益会随着转向角与差分

阶数的变化而变化。 

 

图 5  f = 1 kHz 二阶差分波束图对比 
Fig. 5  Comparison of second-order differential 

beampatterns at f = 1 kHz 

 

图 6  二阶差分波束形成器性能分析 
Fig. 6  Performance analysis of second-order  

differential beamformer 

 
图 7 中给出了不同方法的二阶差分波束图随

频率变化，可以看出，SDMA 方法的波束图关于

180°对称且在高频处波束图主瓣发生畸变，证明其

高频处空间增益会发生改变，这与图 6 中 DF 结果

是一致的。所提出方法在 NULA 与 ULA 框架下波

束图随频率变化的趋势基本一致，在高频处波束图

主瓣略有变化。 

 

图 7  不同方法的二阶差分波束图随频率变化 
Fig. 7  Second-order differential beampattern variation with 

frequency for different methods 
 

5.3  三阶差分波束形成 

采用 5 个 AVS 组成的非均匀声矢量线阵进行

设计，阵元位置分别为 0，5 cm，8 cm，16 cm，

20 cm，转向角设置为 45°，波束图零点为 130°，

通过公式（25）确定理想波束图系数，截断阶数

Np = 4， 0.25  。 

图 8 中给出了不同方法在 f = 1 kHz 时的三阶

差分波束图。可以看出随着差分阶数的增加，所提

出方法与 SDMA 方法所设计的波束图均出现主瓣

变窄，旁瓣变宽的现象，这意味着波束形成器的空

间响应会随着差分阶数的增加而增加。 

图 9 给出了不同方法在三阶差分下 WNG 与

DF 随频率变化趋势。从 WNG 图中可以看出，所

提出方法在低频处 WNG 更具优势，SDMA 方法在

高频处更具优势，且在 NULA 下可以获得更高的

WNG，但在高频处 SDMA 方法 WNG 更高。对比

图 3，图 6 与图 9 中 WNG 可以发现，三阶差分下

白噪声放大问题非常明显，对于更高阶的差分波束

形成器其 WNG 更低，需要进一步考虑否是适用于
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实际应用。从图 9 中 DF 变化曲线可以看出，所提

出的方法在高阶差分时 DF 可达 8 dB 以上，但是

在对频率变化较为敏感，在高频处其增益有所下

降；SDMA 方法具有较为稳定的频率不变响应，但

是其 DF 增益有限。 

 

图 8  f = 1 kHz 三阶差分波束图对比 
Fig. 8  Comparison of third-order differential 

beampatterns at f = 1 kHz 

 

图 9  三阶差分波束形成器性能分析 
Fig. 9  Performance analysis of third-order  

differential beamformer 

 
图 10 中给出了不同方法的二阶差分波束图随

频率变化趋势，可以看出所提出方法与 SDMA 方

法的波束图均会在高频处偏离理想波束图，此时在

NULA 与 ULA 框架下波束图随频率变化的趋势仍

然保持一致。随着差分阶数增加，空间增益有所提

升，但是该方法所使用的频带有所缩减。 

 

图 10  不同方法的三阶差分波束图随频率变化    
Fig. 10  Third-order differential beampattern variation with 

frequency for different methods 

6 结束语 

本文提出了一种基于非均匀声矢量线阵的宽

频带差分波束形成方法，通过对波束响应进行麦克

劳林级数展开，对比理想可转向差分波束图，得到

了 1~3 阶差分波束形成器的最小范数解，所提出的

方法可以进一步拓展至 N 阶。通过对 WNG 分析，

证明了合理优化阵元间距可以提升差分波束形成

器的鲁棒性。采用数值仿真进一步验证，所提出方

法在 NULA 与 ULA 框架下可以获得相同的差分波

束图，即获得相同的空间增益，而在 NULA 下所

提出方法具有略高于 ULA 下的 WNG，证明所提出

方法可以在不损失空间增益的同时提高差分波束

形成器的鲁棒性。通过与其他方法对比，证明所提

出方法可以获得更高的空间增益。 
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