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摘  要  无人航行器水密舱段作为全平台的主要结构，建立其准确的结构振动特性预报模型，明晰外界

环境因素变化影响规律，对实现整体方案及详细设计等阶段的快速迭代具有重要意义。针对这一问题，将水

密舱段合理简化为有限长含内部环肋圆柱壳结构，以能量变分原理为基础，分别对壳体结构能量、环肋结构

能量、外流场耦合能量（可计及自由液面影响）、静水压力预应力能量等依次进行理论推导；明确上述能量项

具体表达形式后，得到壳–液耦合振动能量泛函，对能量泛函变分后成功建立壳体振动特性计算分析模型。通

过与公开文献以及有限元软件计算结果进行对比，计算模型的准确性得到了充分验证。随后，利用该模型，

对潜深等因素所引起的圆柱壳振动特性变化进行了深入分析讨论，阐明有关现象背后的数学物理机理。 
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Abstract  The watertight compartment is the main structural component of unmanned underwater vehicle 
platform. Establishing an accurate structural vibration prediction model of the watertight compartment and clarifying 
the influence of changes in external environmental factors are of great significance for rapid technological iteration 
in the overall design and detailed design stages. To address this issue，the watertight compartment is reasonably 
simplified as a finite-length cylindrical shell structure with internal ring stiffeners. Based on the principle of energy 
variation，theoretical derivations are carried out for the energy of the shell structure，the energy of the ring stiffeners，

the fluid coupling energy（including the influence of the free surface），and the pre-stress energy due to hydrostatic 

pressure. After clarifying the specific expressions of the above energy terms，the vibration energy functional of the 

shell-liquid coupling is obtained. By varying the energy functional，a calculation and analysis model for the vibration 
characteristics of the shell is ultimately established. The accuracy of the calculation model in this paper is fully 
verified by comparing it with published literature and finite element software results. Subsequently，using this 

model，an in-depth analysis and discussion of the changes in the vibration characteristics of the cylindrical shell 

caused by factors such as dive depth are conducted，elucidating the mathematical and physical mechanisms behind 



第 4 期 周欢思，等：无人航行器水密舱段振动特性理论分析模型研究 ·425· 
 

the phenomena. 
Key words  ring-stiffened cylindrical shell；dive depth；free surface；hydrostatic pressure；fluid-structure coupling 

0  引言 

在实际工程应用环境下，受到外部水介质影

响，与之耦合的水下工程结构振动特性将产生明显

改变。如何精确预报水下壳体结构振动特性作为一

类经典流–固耦合问题，受到了相关领域内工程研

究人员的广泛关注[1-4]。随着数值计算方法的发展，

各类基于有限元/边界元等数值原理的公开商业软

件被广泛应用于典型舱段结构——加肋圆柱壳的

振动特性计算 [5]。新型结构形式 [6]、特殊材料构

型 [7]等需要大量计算优化工作的新思路、新方案，

经由数值计算模型进行设计迭代后，在舱段中低频

振动控制领域中展示了广阔应用前景。 

然而，混合数值法天然存在着计算代价大、物

理意义不明确等缺点，因此仍有诸多学者致力于采

用（半）解析法建立水下舱段结构振动计算模型。

由于浸没于无限域中的旋转壳体有着良好轴对称

性质，与流场耦合后的壳体模态仍可将周向位移通

过互不耦合的傅里叶级数进行描述，因此对其声

（流）场的积分可以简化为沿壳体生成线的一维积

分问题，使得计算工作量大大减少[8]。利用这一特

性，KWARK [9]则从能量原理和势流理论出发，将

流体附连水质量以矩阵形式加入圆柱壳自由振动

方程中，推导给出了简洁可靠的全浸没圆柱壳自振

特性计算模型。有关工作重难点主要有 2 点：1）

得到结构部分最小单元组合，利用结构连续性条件

将各单元装配为整体；2）满足外部水介质流（声）

压项与壳体在结合面处的速度连续条件，得到最终

的流（声）–固耦合控制方程。 

尽管基于无限域假定开展的研究工作已取得

丰硕成果，并对绝大多数工程实际情况具可靠可信

的指导价值，但当壳体结构靠近自由液面或海底

时，若假定流场为无限域显然并不合适。一种通用

的处理完全浸没结构自由液面的方法是镜像法。镜

像法最先被用于研究平面边界附近简单声源的辐

射特性，并成功解释了近表面的单极子的 Lloyd 镜

像现象[10]。而常见的有限元–边界元耦合计算方法

也可以通过与镜像法结合，将自由液面影响转换为软

声学边界下的三维声学 Helmholtz 方程修正解，由此实

现流场–结构耦合振动性能准确计算[11-12]。ERGIN

等 [13]利用商业数值计算软件有关模块对有限浸没

深度下圆柱壳振动特性计算，结果表明壳体结构同

阶次模态固有频率会随着浸没深度减小而增大，其

设计的试验结果也印证了有关结论。以上研究都具

有相当高的价值，但考虑自由液面后的数值法将需

要更大计算代价，因此国内李天匀教授团队在理论

方法求解该问题领域进行了大量工作，其研究结果

表明对于任意长径比的圆柱壳结构，当结构浸没深

度与结构半径之比超过 4 倍这一极限值后，圆柱壳

的振动特性将趋向于无限域工况；潜深持续增大则

将导致流体静压变化影响占主要地位，由于结构各

阶模态频率减小且受静压影响程度不尽相同，壳模

态频率阶次将出现变化并最终出现失稳现象[14-15]。 

对于环肋型加筋结构，目前主要存在 2 种处理

方法，第一种方法将加筋视为完全独立的梁结构或

特殊圆环板结构，根据其与被加强结构之间严格连

续条件建立力学模型[16]。该方法计算精度高且能正

确模拟加筋结构对被加强结构振型的影响，但由于

每个加筋结构都需要根据其振动位移单独建立计

算模型，处理繁琐且计算代价很大。另一种方法则

基于加筋结构尺寸不大时可以认为是由被加强结

构带动加筋结构一起振动的假定，将加筋结构的振

动位移用对应位置处主体结构振动位移进行代替。

这种方法又可细分为 2 类：正交异性板壳法[17]和离

散元件法[18]。前者将加筋的刚度和质量等效后附加

于被加强结构中面上，使原结构变为正交异性结

构。这种方法简单快捷，但仅适合处理均匀密加筋

结构。离散元件法则将结构与加筋分开，单独计及

加筋变形，利用结构与加筋位移协调关系建立模

型。后者计算精确且能分析各类复杂加筋情况，因

此受到了更广泛应用。 

针对目前工程领域多使用商用数值软件进行
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无人航行器水密舱段振动特性预报计算的现状，

本文研究将工作重点聚焦于舱段振动特性理论

建模。通过对相关领域理论研究现状总结梳理，

将水密舱段合理简化为有限长加肋圆柱壳结构，

成功建立其理论计算分析模型，并对潜深等因素

引起的壳体振动特性变化进行了分析。利用理论

方法简洁可靠、计算代价小的优势，将其应用于

结构迭代设计流程之中，可有效指导实际工程设

计工作，极大提升效率。具体来说，采用 Euler

梁函数代替圆柱壳轴向位移函数，并基于壳体无

旋转假定及 Love 壳体理论，得到壳体动能与势

能；随后，将环肋位移分量采用对应位置处壳体

中面位移分量进行描述，基于欧拉梁理论，得到

各加筋结构能量；针对外部流场，基于势流理论，

结合镜像法，推导考虑自由液面的流体速度势分

布，再根据壳–液结合面速度连续条件，得到流

场速度势向量与壳体位移向量的迁移矩阵，并将

流场以做功形式加入到整个系统之中；而与潜深

有关的静水压力则可作为一种预应力载荷，明确

其对应做功形式。最后，对全系统能量泛函进行

变分，获得壳–液耦合振动方程，并求解出壳体

振动特性。研究表明：当圆柱壳在水下潜深超过

5 倍半径时，自由液面的影响可以忽略；当圆柱

壳位于大潜深区域（20 倍半径潜深）内，流体静

压的影响才较为明显；加筋结构可显著增强结构

整体刚度，造成壳体同阶次模态固有频率增大，

且能有效提升结构抗静压能力。 

1  有限潜深加筋圆柱壳振动模型 

1.1  模型描述 

考虑自由液面影响的有限潜深圆柱壳如图 1

所示。圆柱壳几何参数为长度 Lcy，壳体中面半径

Rcy，壳体厚度 hcy；圆柱壳材料参数为弹性模量 Ecy，

泊松比 μcy，密度 ρcy；壳体内部轴向上布置有环肋

加强筋结构，其参数为弹性模量 Esti，泊松比 μsti，

密度 ρsti（i 为环肋编号，从壳体左端由 1 开始依次

定义）；流体的密度为 ρf。定义潜深为自由液面到

壳体水平半横切面的距离 H。取圆柱壳左端面圆心

为坐标原点 O，坐标系取图 1 所示的柱坐标系（r，

θ，x），其中 r，θ，x 分别代表壳体横截面投影面

径向，壳体横截面投影面周向和投影面垂直面轴

向。ucy，vcy，wcy 分别为壳体中面在各方向上的位

移。同时，假设圆柱壳两端存在虚拟封板，即圆柱

壳内部空间为真空无流体的独立空间。 

 

图 1  考虑自由液面影响的有限潜深加筋圆柱壳 
Fig. 1  Reinforced cylindrical shell with limited depth considering influence of free liquid level 
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1.2  理论推导 

首先，需明确壳体结构自身的动能与势能。 

假定本文研究对象为各向同性的薄壁圆柱壳，

故壳体中面位移可以假定为如下形式[19]： 

cy
1

cy
1

cy
1

( )exp(i )cos( )
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式中：ω为圆频率；m 为轴向模态阶数；n 为周向

模态阶数；Umn，Vmn 和 Wmn 为三向位移幅值系数；

Xm（ηx）为 Euler 梁挠度函数；“′”代表挠度函数

对 x 的导数。对于不同边界条件形式，梁挠度函数

均能以如下统一形式进行表达： 

1 2 3

4
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                 cosh( )
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C x
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式中：C1，C2，C3 和 C4 为待定系数，由边界条件

来决定其具体取值；η 通常又被称为轴向半波数

km，其在不同边界条件下亦存在对应的表达形式。 

由于三角函数和双曲函数在随后的流–固耦合

条件处理时存在区别，故设 

1 2

1 1 2
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 （3） 

如前所述，本文将基于能量泛函变分原理研究

有限潜深下有限长圆柱壳自由振动特性，因此应明

确各部分能量的具体表达形式。 

忽略旋转效应的薄壳壳体动能表达形式如下[20]： 

 
2

2 2 2
cy ( )d

2 V

h
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式中：“˙”代表位移分量对时间的导数；V 和 dV 分

别为圆柱壳的体积分域和体积微元。 

将式（1）–（3）代入式（4），且由于位移函

数存在正交性，积分后的壳体动能可表述为 

T
cy
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1
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m n
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   M   （5） 

式中：{ξmn}由未知位移幅值系数组成，{ξmn}={Umn，

Vmn，Wmn}；质量矩阵[Mmn]为三阶对角矩阵。 

薄壳壳体应变能（本文基于 Love 壳体理论）

表达形式如下[20]： 

T
cy

1
d

2 V
U V  ε σ          （6） 

式中：ε 为应变向量；σ 为应力向量。应变、应力

向量的具体形式不在此具体列出，参考各类有关文

献即可。 

同样，积分后的壳体应变能可表述为 

T
cy

1

1
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2 mn mn mn
m n
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式中，刚度矩阵[Kmn]为三阶 Hermite 矩阵。 

随后，针对如图 1 及图 2 所示环肋结构，采用

Galletly 环肋模型[21]，将环肋视为欧拉梁。 

 

图 2  柱壳环肋结构能量计算示意图 
Fig. 2  Schematic diagram of energy calculation of 

column-shell ring rib structure 
 

将第 1 根环肋自身形心处的位移及转角定义

为 ust1、vst1、wst1、βst1，则该环肋的动能 Tst1 和势

能 Ust1 分别为 
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式中：Gst1 为环肋的剪切模量；Ast1 为环肋的截面

面积；Ixst1、Izst1 分别为环肋截面对截面主轴 Gst1x、

Gst1z 的弯曲惯性矩；Jst1 为截面扭转常数；est1=

±（hcy+bst1）/2 为环肋的偏心距，内侧加筋时取正，

外侧加筋时取负，对称加筋则取 0。 

本文基于壳体变形带动环肋变形这一假定开

展工作，因此可将环肋位移分量使用环肋布置处壳

体中面位移分量进行描述。为满足两者连接处的位

移连续条件，不同结构间位移分量转换关系为 

 

1 1
st1 cy st1 cy

1
cy1 st1 st1

st1 cy
cy cy

1
st1 cy

1

u u e
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   （10） 

式中，ucy
1 等代表距离壳体左端面最近处第 1 根环

肋的壳体中面对应位移分量。将式（8）–（10）联

立，即可得到以壳体位移表达的环肋结构能量项。 

接着处理流体与壳体之间的流固耦合条件。 

本文将把流–固耦合效应通过流体做功的形式

加入到系统能量泛函当中，首先需要确定有限潜深

下（考虑自由液面影响）的速度势函数表达式。 

由于本文研究暂不涉及结构与流场的相对运

动，因此不妨假定流体为不可压缩、无旋、无粘性

的理想流体，可利用经典势流理论进行分析，则柱

坐标系下的速度势函数 （r，x，θ，t）需满足柱

坐标系下的 Laplace 方程： 

 
2 2

2 2 2

1 1
0r

r r r r x

  


            
   （11） 

无穷远处的速度势函数条件为速度势为 

 0
rr









          （12） 

自由液面则可利用镜像原理进行处理，即速度

势可分为由结构振动直接产生的实源速度势和由

自由液面反射产生的虚源速度势两者叠加而成。如

图 3 所示，虚源坐标系（r′，x′，θ）与实源坐标系

（r，x，θ）关于自由液面对称。 

假设流场中任意一点为点 P，其速度势可以表

示为 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )r i
P P Pr x t r x t r x t          （13） 

式中： r
P （r，x，θ，t）为实源流体速度势； i

P （r′，

x′，θ′，t）为虚源流体速度势。 

 

图 3  镜像原理示意图 
Fig. 3  Schematic diagram of image principle 

 
满足式（12）和式（13）的速度势函数表达形

式如下： 

1, 1

(2)
1 2, 2

1, 1

(2)
1 2, 2
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( ) ( )
exp(i )sin( )
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exp(i )sin( )

( ) ( )

r
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r
m n n m m m

r
m n m n n m m m
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i
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r
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n t

H k r X k x
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K k r X k x
n t

H k r X k x

 


 



 
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 



 

 

 

 




 
 
  


   

  
  
   

 

 










 

 （14） 

式中：Kn（）为 n 阶第 2 类修正贝塞尔函数；Hn
（2）

（）为 n 阶第 2 类汉克儿函数。 

当 P 点位于自由液面上时，其在 2 套坐标系的

坐标下存在如下位置关系： 

, , πr r x x             （15） 

如不考虑重力波等因素，自由液面处需要满足

速度势为 0 的条件： 

( , , , ) ( , , , )=0r i
P Pr x t r x t         （16） 

将式（14）和（15）代入式（16），正交化处

理后得到 

1, 1,

2, 2,

( 1) 0

( 1) 0

r n i
m n m n

r n i
m n m n

 

 

   


  
      （17） 

流场任意一点的速度势函数解析表达式为 



第 4 期 周欢思，等：无人航行器水密舱段振动特性理论分析模型研究 ·429· 
 

1, 1

(2)
1

2, 2(2)

( , , , )=

( )exp(i )
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( )exp(i )
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 
           

（18）
 

由 Graf 加法定理可知 
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             （19） 

式中：Ia（）为 a 阶第 1 类修正贝塞尔函数；Ja（）

为 a 阶第 1 类贝塞尔函数。 

对于有限潜深圆柱壳结构，结构外表面处半径

rc≈R <2H，因此式（19）可以进一步表示成以下形式： 
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       （20） 

系数 a 与系数 n 地位等价，因此可以交换级数 求和顺序，将式（20）进一步改写为 
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1
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  （21） 

圆柱壳壁面与流场交界处需要满足速度连续

条件如下： 

P

r Rr R

w

r t





 
 
 

       （22） 

将式（21）代入式（22）中，并假定周向波

数的截断数为 N，正交化处理后可以得到速度势

幅值向量{ξMN}和圆柱壳径向位移幅值向量{WMN}

的关系： 

{ } [ ]{ }MN s MNξ T W         （23） 

式中：[Ts]为迁移矩阵；{ξMN}={ 1, m N - ， 1, 1m N - ，…，

2, m N }T；{WMN}={Wm，–N，Wm，–N+1 ，…，Wm，N}T。 

由伯努利方程可知圆柱壳壁面处的流体动压

力 Pf 为 

f f
P

r R

P
t










      （24） 

流体做功可以表示为 
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π

f 0 π

1
d d

2

L

fW P wR x


        （25） 

最后，计算由静水压力产生的结构预应力势能

能量项。由于本文研究对象为从整体截断而来的舱

段结构，因此静水压力对圆柱壳结构作用方向应包

含径向与轴向 2 个方向，如图 4 所示。 

  

图 4  圆柱壳压力示意图 
Fig. 4  Schematic diagram of cylindrical shell pressure 

 
对于受均匀分布压力下的壳体，由于外表面处

分布压力所产生的壳体势能可以表示为[22] 

21 2π

20 0
d d

2p
QL w

U w w  


  
    

   
   （26） 

式中：Q 为壳体外表面单位面积上的静压力；“+”

号代表压力为外压；“–”号代表压力为内压。 

另外，有关文献[11]在研究潜深对圆柱壳振动特

性影响时，除前文所考虑径向静压作用外，往往还

假定壳体中面也作用有轴向压力 Nx。对于作用于

壳体中面的轴向压力 Nx，其能量项可表示为[23] 

2π

0 0
d d

L

N x
u

W N R x
x

           （27） 

如假定壳体轴线不可压缩，则该外力功可进一

步表示为 
2

2π

0 0

1
d d

2

L

N x
w

W N R x
x


        

   （28） 

将该能量项代入整个系统能量泛函，即可得到

计及轴向压力的振动特性计算模型。 

至此，整个流–固耦合系统的能量泛函表达式为 

= p N fU U W W T           （29） 

式中：U 为结构总势能，由壳体结构和加筋结构组

成；T 为结构总动能，组成情况类似。 

由于耦合系统的轴向函数在域内正交，因此只

需依次取不同的轴向半波数 M 即可。根据能量变

分原理，对位移未知幅值系数求偏导： 

=0

q

          （30） 

式中，q=[UM，-N，…，WM，N]。 

任意轴向半波数下耦合系统振动方程组矩阵

化形式如下： 

 2[ ] [ ] { }  0Κ M q       （31） 

式中：[K]为计及有关因素的耦合系统刚度矩阵；

[M]为对应质量矩阵。 

2  算例验证 

首先，对本文计算模型处理近水面工况自由液

面因素的准确性进行验证，验证模型为有限潜深的

有限长圆柱壳，参数与文献[11]相同，具体参数如

表 1 所示。 

 
表 1  耦合系统参数 

Table 1  Parameters of coupling system 

参数类别 参数名称 参数符号 参数取值 

长度/m Lcy 1.284 

截面半径/m Rcy 0.18 壳体几何参数

厚度/m hcy 0.003 

密度/（kg/m3） ρcy 7 850 

泊松比 μcy 0.3 壳体材料参数

杨氏模量/Pa Ecy 2.06×1011 

流体参数 密度/（kg/m3） ρf 1 025 

 
采用梁函数可以模拟不同边界条件下的有限

长圆柱壳轴向位移函数[17]，本文将以两端均为滑移

简支边界（SD-SD）的圆柱壳为例进行研究，该边

界条件下的壳体轴向位移函数为 

( )=sin( )

π 1, 2,3...
m m

m

X x k x

k m L m


   ，

      （32） 
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首先分析本文方法收敛性。当圆柱壳位于无限

域时，迁移矩阵[Q]为对角矩阵，即耦合系统周向模

态之间也是解耦状态，此时周向波数的截断数 N 仅

仅只会影响某些模态是否出现而不会影响已经出现

的模态结果。但考虑自由液面影响时，[Q]不再为对

角矩阵，表明耦合系统周向模态之间存在耦合关系，

截断数 N 将对固有频率计算结果存在影响。为了探

讨本文方法收敛性，以潜深 H=0.2 m 的工况为例，

计算耦合系统前 10 阶固有频率，结果如表 2 所示。 

 
表 2  H=0.2 m 时不同截断数 N下耦合系统 

前 10 阶固有频率 
Table 2  Natural frequencies of first 10 orders of coupling 

system with different truncation numbers N at H=0.2 m 

固有频率/Hz 
阶数 

N=4 N=6 N=8 N=10 N=12 N=14

1 103.41 103.40 103.40 103.40 103.40 103.40

2 103.47 103.47 103.47 103.47 103.47 103.47

3 117.55 117.29 117.26 117.26 117.26 117.26

4 117.68 117.41 117.39 117.38 117.38 117.38

5 210.36 209.69 209.60 209.59 209.59 209.59

6 210.43 209.76 209.67 209.65 209.65 209.65

7 223.95 223.77 223.76 223.76 223.76 223.76

8 224.04 223.86 223.85 223.85 223.85 223.85

9 251.61 250.63 250.51 250.50 250.50 250.50

10 251.62 250.64 250.53 250.51 250.51 250.51

 
从表 2 可以看出，本文方法收敛性很好，在截断

数 N 达到 10 后，耦合系统前 10 阶固有频率值已经收

敛。因此本文后续算例均取周向波数截断数为 10。 

接着验证本文方法的准确性。将不同潜深工况

下本文方法计算结果与 FEM 计算结果进行对比，

结果如表 3 所示。采用有限元软件 Nastran 进行

FEM 数值仿真，耦合系统的流体部分将由其中的

虚拟质量模块实现，单元数目为 2 400，此单元数

目已可以满足研究结构 1 000 Hz 以下振动计算时

任意波长下节点数目大于等于 6，从而保证计算精

度。定义 2 种方法计算结果的百分比误差 Δ 为 

F P

F

100
f f

f


          （33） 

式中，fF 与 fP 分别为有限元及本文方法的固有频率

计算结果。 

从表 3 可以看出，在不同浸没深度下，本文方法

和 FEM 的计算结果都吻合的很好，随着壳体浸没深

度增加而导致耦合系统同阶次固有频率逐渐降低这

一现象在计算结果中得到了体现，且 2 类计算方法之

间的最大百分比误差不超过 1；除频率值的影响外，

自由液面还将使正反模态的固有频率出现区别，这点

也与真空或无限域流场下的圆柱壳不同。 

下面，对本文计算模型处理大潜深工况静压应

力因素的准确性进行验证，此处验证模型参数与文

献[22]相同。模型边界条件为 SD-SD，具体参数为

Lcy=2 000 mm，hcy=10 mm，Rcy=500 mm，Q= 

20 MPa，Ecy=2.06×1011 Pa，ρcy=7 850 kg/m3 和 μcy= 

0.3。本文模型与该文献计算结果对比如表 4 所示。 

表 3  不同潜深下本文方法与 FEM 固有频率对比 
Table 3  Comparison of natural frequencies of proposed method with that of FEM at different diving depths 

固有频率/Hz 

H=0.21 m H=0.45 m 无限域 阶数 

本文方法 FEM Δ 本文方法 FEM Δ 本文方法 FEM Δ 

1 103.05 103.12 0.07 99.10 99.09 0.01 98.86 98.83 0.03 

2 103.11 103.14 0.03 99.13 99.11 0.02 98.86 98.84 0.02 

3 115.26 115.71 0.39 109.30 109.87 0.52 109.26 109.83 0.52 

4 115.36 115.77 0.35 109.30 109.87 0.52 109.26 109.83 0.52 

5 207.40 209.30 0.91 202.46 204.45 0.97 202.45 204.44 0.97 

6 207.43 209.33 0.91 202.46 204.45 0.97 202.45 204.44 0.97 

7 222.65 223.83 0.53 217.02 218.16 0.52 216.98 218.10 0.51 

8 222.74 223.90 0.52 217.03 218.16 0.52 216.98 218.11 0.52 

9 247.66 249.60 0.78 241.57 243.63 0.85 241.56 243.62 0.85 

10 247.68 249.61 0.77 241.57 243.64 0.85 241.56 243.63 0.85 
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表 4  本文方法与文献固有频率对比 
Table 4  Comparison of natural frequencies of proposed 

method with that of literature 

固有频率/Hz 
m 

方法

类型 n =1 n =2 n =3 n =4 n =5 n =6

本文

方法 
439.1 230.5 249.5 341.2 454.6 583.3

1 
文献
[22] 

439.4 230.5 249.4 341.2 454.7 583.4

本文

方法 
979.2 574.8 405.9 402.8 483.5 601.8

2 
文献
[22] 

979.3 574.9 406.0 402.9 483.6 601.8

 
从表 4 可以看出，本文方法在考虑结构静压造

成预应力影响后依旧是准确可靠的。 

最后，对本文计算模型处理环肋加筋结构的

准确性进行验证，验证模型壳体结构参数见表 1。

环肋加筋沿壳体轴向上均匀布置有 5 根，即环肋

的轴向坐标位置依次为 1/6 Lcy ~5/6Lcy。所有加筋

材料为同一材料，材料参数为 Esti=2.06×1011 Pa，

ρsti=7 850 kg/m3 和 μsti=0.3；此外，所有环肋均为

同一尺寸矩形截面加筋，即截面宽度 asti 和截面

高度 bsti 均保持一致。将不同加筋尺寸下本文方

法计算结果与 FEM 计算结果进行对比，结果如

表 5 所示。  

 
表 5  不同加筋尺寸下本文方法与 FEM 固有频率对比 

Table 5  Comparison of natural frequencies of proposed method with that of FEM under different reinforcement sizes 

固有频率/Hz 

无加筋 asti=0.006 m 
bsti=0.002 m 

asti=0.006 m 
bsti=0.004 m 

asti=0.006 m 
bsti=0.008 m 阶数 

本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM 本文方法 FEM 

1 234.2 234.2 237.1 237.1 244.1 244.0 274.0 274.0 

2 234.2 234.2 237.1 237.1 244.1 244.0 274.0 274.0 

3 287.8 287.8 287.0 287.0 286.8 286.8 288.6 288.5 

4 287.8 287.8 287.0 287.0 286.8 286.8 288.6 288.5 

5 362.8 362.8 369.5 369.5 385.5 385.5 452.1 452.0 

6 362.8 362.8 369.5 369.5 385.5 385.5 452.1 452.0 

7 487.7 487.7 492.3 492.2 504.2 503.9 547.5 546.9 

8 487.7 487.7 492.3 492.2 504.2 503.9 547.5 546.9 

9 536.1 536.1 535.4 535.4 536.7 536.6 556.7 555.2 

10 536.1 536.1 535.4 535.4 536.7 536.6 556.7 555.2 

 
从表 5 可以看出，虽然加筋尺寸的增大会带

来一定程度上的精度下降，但整体来说，本文方

法在考虑小尺寸环肋加筋结构影响后依旧是准确

可靠的。 

3  参数影响分析 

首先，对小潜深工况下自由液面影响进行分析。

前文基于表 3 定性地给出了自由液面对固有频率的

影响，为进一步明确固有频率与浸没深度的定量变

化规律，下面将以耦合系统前四阶固有频率为例，

绘制不同无量纲浸没深度下（浸没深度与结构半径

的比值 H/R）的固有频率变化曲线，结果如图 5 所示。  
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图 5  前 4 阶固有频率随浸没深度变化曲线 
Fig. 5  Variation curve of natural frequencies of first  

4 orders with immersion depth 
 
从图 5 可以看出，壳体前 4 阶固有频率在无量

纲浸没深度 H/R 小于 2 时受浸没深度影响明显，越

靠近自由液面则壳体固有频率将急剧增大；此后，

曲线变化平缓，说明自由液面对耦合系统的影响减

弱，壳体振动特性趋于稳定。 

为确定流场可视为无限域的无量纲浸没深度

H/R 具体取值，定义任意浸没深度下壳体固有频率

与对应阶次无限域壳体固有频率的百分比偏差为

κ=（fH–f∞）/f∞×100，其中 fH 为任意浸没深度壳体

固有频率，f∞为同阶次下无限域壳体固有频率。本

文取壳体前 10 阶固有频率，分析无量纲浸没深度

H/R 变化时各阶固有频率百分比偏差 κ的大小，结

果如表 6 所示。 

 
表 6  不同浸没深度下壳体各阶固有频率与无限域固有

频率百分比偏差 κ 
Table 6  Percentage deviation κ between natural 

frequencies of each order and that in infinite domain of 
shell at different immersion depths 

偏差 κ/% 
阶数

H/R=1 H/R=2 H/R=3 H/R=4 H/R=5 

1 5.27 0.67 0.10 0.02 0.01 

2 5.35 0.70 0.12 0.03 0.01 

3 12.46 0.15 0.01 0.00 0.00 

4 12.63 0.15 0.01 0.00 0.00 

5 7.09 0.03 0.00 0.00 0.00 

6 7.21 0.03 0.00 0.00 0.00 

7 4.11 0.10 0.00 0.00 0.00 

8 4.15 0.11 0.00 0.00 0.00 

9 7.32 0.03 0.00 0.00 0.00 

10 7.35 0.03 0.00 0.00 0.00 

 
由表 6 可知，无量纲浸没深度 H/R 变化对百

分比偏差 κ 的影响呈现典型的非线性关系。这一

现象可利用图 3 与式（20）进行具体解释。由于

图 3 所示镜面效应，式（20）中代表虚源与实际

结构距离系数为 2，随着浸没深度 H 的增加，虚

源距离将以 2 倍增加量远离结构外表面，虚源流

体载荷会迅速减小，耦合系统振动特性将自然而

然地趋于无限域。  

此外，以上计算结果还可以看出自由液面将导

致无限域下原本成对出现的壳体正反模态频率出

现区别。为解释这一现象出现的原因，还需要对壳

体模态振型进行分析。下面将以 H=0.2 m 及无限域

时本文方法和 FEM 得到的前 4 阶模态周向振型为

例，结果如图 6 所示。 
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图 6  前 4 阶模态周向振型及固有频率 
Fig. 6  Circumferential mode shapes and natural frequencies of first 4 orders 

 
从图 6 可以看出，无限域时由于耦合系统仍然

保持严格周向对称性，壳体周向振型为成对出现的

规则周向振型，前 4 阶周向振型依次为 cos（2φ），

sin（2φ）， cos（3φ），sin（3φ），周向振型之间相

互正交且互不耦合，相同周向波数 n 下不同振型的

固有频率相同。当浸没深度较小，自由液面影响不

可忽略时，壳体模态振型与无限域情况存在明显区

别，耦合系统周向对称性被打破，因此壳体振型不

再是规则的周向波型，周向振型将变为不同周向波

数 n 振型的线性叠加。但正反模态的不耦合性仍然

存在，即 cos 系函数与 sin 系函数不会存在耦合，

因此正反模态的固有频率出现差异。此外，本文计
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算方法与 FEM 的振型吻合良好，这进一步验证了

本文方法的正确性。 

接着，探讨大潜深工况下静水压力因素对圆柱壳

固有特性的影响。当水下结构物在大潜深水域中，随

着在水中深度增加，结构表面静水压力也随之增大，

静水压力对结构振动特性的影响不容忽视。 

将本文计算模型针对大潜深工况的数据结果

与文献[11]结果进行对比，尺寸参数参考表 1。表

7 为考虑静水压力影响圆柱壳在水中不同深度时的

固有频率。 

 
表 7  圆柱壳在水中不同深度时的固有频率 

Table 7  Natural frequencies of cylindrical shell at different water depths 

固有频率/Hz 

模态（1，2） 模态（1，3） 模态（2，3） H/R 

本文方法 文献[11] 本文方法 文献[11] 本文方法 文献[11] 

5 98.8 98.6 109.2 110.9 216.6 219.1 

10 98.3 98.0 108.8 109.6 215.9 217.8 

20 97.7 97.8 107.9 108.6 215.0 217.3 

40 96.8 97.3 105.9 106.7 212.9 216.2 

80 95.9 96.2 101.8 102.6 210.2 214.2 

100 94.7 95.3 99.7 100.5 209.3 213.0 

 
从表 7 中可以看出，随着圆柱壳在水中深度的

增加，耦合系统同一模态固有频率减小。这与相关

文献中的圆柱壳模型振动频率随水深的变化规律

一致。根据对应水深外压下的壳体固有频率计算结

果，利用最小二乘法拟合获得水深与固有频率平方

的关系，如图 7 所示。 

 

图 7  水下圆柱壳固有频率平方与潜深关系 
Fig. 7  Relationship between square of natural frequency of 

underwater cylindrical shell and submersible depth 
 
由图 7 可知，对于壳体同一模态，模态对应固

有频率平方与潜深（静水压力）成正比。随着潜深

增大，固有频率持续降低，结构刚度最终会丧失，

固有频率将降为 0，结构出现弹性失稳。 

最后，探讨壳体内部环肋加筋因素对系统固有

特性的影响。圆柱壳结构、流体密度等参数仍采用

表 1 计算参数，潜深 H 定为 100 m，环肋布置方式、

参数则采用表 5 部分计算参数，环肋宽度 asti 保持

0.003 m 不变，改变环肋高度 bsti，耦合系统固有频

率变化情况如图 8 所示。 

 

图 8  环肋尺寸变化对耦合系统固有频率变化影响 
Fig. 8  Effect of size change of ring rib on natural 

frequency change of coupling system 
 
从图 8 可以看出，随着环肋尺寸逐渐加大，环

肋对耦合系统固有频率的影响逐渐显现，且对大周

向波数模态影响更为明显，这是由于环肋约束效果

为保持壳体横截面这一特性所导致的。 
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4  结束语 

基于能量原理，本文提出了一种可求解计及潜

深影响的水下环肋圆柱壳耦合系统理论计算方法。

通过与公开文献以及有限元软件计算结果的对比，

本文方法所建立的计算模型准确性得到了充分验

证。对影响参数开展进一步分析后，可得到主要研

究结论如下： 

1）当结构潜深处于较小范围时，需重点考虑

自由液面的影响。此时，由于整个系统对称性的破

坏，壳体模态振型与无限域下壳体振型之间存在明

显差异。一方面，自由液面导致壳体周向波耦合，

使得壳体振动模态不再规则；另一方面，不对称的

正反模态固有频率也存在区别。 

2）随着潜深的增加，自由液面对耦合系统的

影响会迅速减弱。此外，当浸没深度达到壳体结构

半径的 4 倍或更大时，可以忽略自由液面的影响。 

由于本文研究对象主要针对不改变圆柱壳主

要振动模式的小加筋结构，即使引入加强筋后，圆

柱壳振动主要还是以轴向和周向的弯曲变形为主，

振型较为规则，对静水压力影响的讨论也主要基于

这一前提。后续可将大尺寸加强筋结构引入整体模

型，重点考虑加强筋局部刚度增强所导致的振型发

生改变，针对新的局部振动模式开展研究工作。 
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