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摘　 要　 随着人类社会对海洋认识和探索的深入,对水下监测和探测设备提出了更高的要求,探测阵列

模型和阵列信号处理算法决定了监测和探测设备的复杂度。 针对特定水下多目标定位平台的复杂环境,建
立了一种任意空间阵列数学模型,介绍了四阶累积量算法,分析了阵列信号处理中四阶累积量的阵列扩展特

性。 基于四阶累积量的 MUSIC 算法的空间谱分析,建立了任意阵列形状的欠自由度多目标方位估计的理论

基础。 计算机仿真结果表明了算法的正确性和有效性。
关键词　 空间任意阵列;四阶累积量;MUSIC;欠定

中图分类号　 TE52　 　 　 文献标识码　 A

Underdetermined
 

Multi-objective
 

Orientation
 

Estimation
 

for
 

Arbitrary
 

Array
 

Shapes
LIU

 

Yaping,
 

LUO
 

Jian,
 

NIE
 

Yizhao,
 

ZHAO
 

Yalei,
 

ZHANG
 

Haitao
(Navigation

 

College
 

of
 

Northwestern
 

Polytechnical
 

University,
 

Xi’an
 

710072,
 

China)

Abstract　 With
 

the
 

deepening
 

of
 

human
 

society's
 

understanding
 

and
 

exploration
 

of
 

the
 

ocean,
 

higher
 

requirements
 

for
 

un-
derwater

 

monitoring
 

and
 

detection
 

equipment
 

are
 

put
 

forward.
 

Detection
 

array
 

model
 

and
 

array
 

signal
 

processing
 

algorithm
 

determine
 

the
 

complexity
 

of
 

monitoring
 

and
 

detection
 

equipment.
 

Aiming
 

at
 

the
 

complex
 

environment
 

of
 

specific
 

underwater
 

multi-target
 

posi-
tioning

 

platform,
 

this
 

paper
 

establishes
 

an
 

arbitrary
 

spatial
 

array
 

mathematical
 

model,
  

introduces
 

the
 

fourth-order
 

cumulant
 

algo-
rithm,

 

and
 

analyzes
 

the
 

array
 

expansion
 

characteristics
 

of
 

the
 

fourth-order
 

cumulant,
 

the
 

theoretical
 

basis
 

of
 

DOA
 

estimation
 

for
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with
 

less
 

degrees
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in
 

arbitrary
 

array
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established.
 

Computer
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

algorithm
 

is
 

correct
 

and
 

effective.
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0　 引言

阵列信号处理是现代信号处理的一个重要分

支,在近 40 多年来得到迅速发展,其应用涉及雷

达、通信、声呐、地震勘探、射电天文以及生物医学

工程等众多军事及民用领域[1]
 

。 信号的来波方向

估计是阵列信号处理的一个重要研究方向,定位技

术更是广泛应用在航空、航天、航海、交通、勘测、导
航等领域[2-4]

 

。 空间谱估计是阵列信号处理技术

中的重要研究内容之一[5-7]
 

。 实际工程应用中,算

法的硬件平台实现复杂度与阵列模型和阵列信号

处理算法具有密切联系,其中阵列模型要由实际应

用环境确定。
通常对于固定的阵列形式来说,线阵只能对阵

列所在直线为界的半个平面进行空间谱估计,面阵

可以在整个平面对目标进行估计,也可以对阵列所

在平面为界的半个空间进行估计,只有空间立体阵

才可以对整个空间内的目标进行空间谱估计。 目

前对二维及空间阵列(如圆阵、平面阵、共形阵等)
的研究工作已相对比较成熟且取得了丰硕的成
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果[8-9]
 

,也拥有了比较成熟的信号处理算法。 在现

实水下环境中,探测系统受水下环境各种因素的影

响,布放的阵列模型往往是由具体平台决定的任意

形状,因此本文采用一种任意空间阵列模型进行空

间任意目标信号源估计,具有较高的应用灵活性。
高阶分析已经广泛应用到信号处理中的各个

领域,四阶累积量因其具有优良的特性,比如其独

特的阵列扩展性,能在较少的阵元数情况下估计出

更多的目标信号源数,能够实现欠定情况下信号波

达方向角估计,即是在较少的阵元情况下估计出相

对较多的信号来波方向。 在工程应用上其硬件平

台实现可较为简化,更符合水下复杂的环境应用。

1　 任意空间阵列数学模型

声学定向技术的发展速度非常快,
 

其应用也

越来越广泛[10]
 

。 阵列信号处理中由 N 个声传感器

阵元组成的阵列,可以得到 N-1 个独立的时延,而
要确定整个空间内声信号的空间方向至少需要 4
个空间阵元。

当目标信号源为窄带信号且距离阵列足够远

时,即信源位于阵列的远场范围时,可假设阵列接

收的波形为平面波。 远场窄带信号的包络变化缓

慢,可以不考虑阵元接收信号的幅度差异,仅考虑

相位差。 设空间任意位置的 n 个信源 Ti( i = 1,2,
…,n)和 m 个传感器 P j( j = 1,2,…,m)组成空间任

意阵列模型,其中 n<m。 如图 1 所示,T1、T2 …Ti 表

示空间内信源;P1、P2、PM 表示空间中的阵元。 以

参考阵元 P1 为坐标原点建立坐标系,不妨设传感

器 p j 的位置坐标为(x j,y j,z j),信源 Ti 波达方向的

方位角(在 XOY 平面的投影与坐标原点的连线与

X 轴正方向的夹角)为 φi,俯仰角(与 Z 轴的夹角)
为 θi。

图 1　 空间阵列数学模型

Fig.
 

1　 Mathematical
 

model
 

of
 

space
 

array

对应的传感器位置矢量为 pj = [ x j,y j,z j] ( j =
1,2,…,m),信源 Ti 的单位方向矢量为

ui = [sinθi·cosφi,sinθi·sinφi,cosθi] (1)
第 j 个传感器接收到来自第 i 个信号源的信号

为

P ij =P i1( t)·exp( -jωτij) (2)
式中:τij 为相对于参考阵元 S1 接收信号的时延;
P i1( t)为参考阵元 P1 接收到来自第 i 个信号源的

信号。 由图 1 的几何关系可知:

τij = -
uipT

j

c
=

- 1
c

(x jsinθi∗cosφi,y jsinθi∗sinφi,z jcosθi) (3)

式中 c 为信源波速。 设第 j 个传感器接收到的环

境噪声为 n j( t),则第 j 个传感器接收到的信号为
 

x j( t)= ∑n
i= 1exp( -jωiτij)∗P i1( t) +n j( t) (4)

若定义:
 

α j(θi,φi)= exp( -jωiτij)
α(θi,φi)= [α1(θi,φi),…,αm(θi,φi)] T

A
 

= [a(θ1,φ1),a(θ2,φ2),…,a(θi,φi)]
P( t)= [P1( t),P2( t),…,Pn( t)]
N( t)= [n1( t),n2( t),…,nm( t)]

 

X( t)= [x1( t),x2( t),…,xm( t)]
 

(5)
则式(4)可表示为矢量形式:

 

X( t)=
 

A·P( t) +N( t)
  

(6)
式中:A 为信源的方位流型矩阵;a(θi,φi)为信源

的方向矢量。 式(6)即为空间中任意阵列对多个

信源相应的数学模型。

2　 四阶累积量算法

常用的高阶累积量有三阶累积量和四阶累积

量。 但三阶累积量很小且不具有对称性,对于对称

分布的随机过程其三阶累积量为 0,所以阵列信号

处理领域常采用四阶累积量。 四阶累积量在阵列

信号处理领域具有不可替代的优良特性[11-12]
 

。
零均值的复平稳随机序列{x(n),

 

n = ±1,±2,
±∞ }的四阶累积量定义为

·24·
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C4,x(τ1,τ2,τ3)=

E{x(n)x∗(n+τ1)x(n+τ2)x∗(n+τ3)} -

E{x(n)x∗(n+τ1)}E{x(n+τ2)x∗(n+τ3)} -

E{x(n)x∗(n+τ2)}E{x∗(n+τ1)x∗(n+τ3)} -

E{x(n)x∗(n+τ3)}E{x∗(n+τ1)x(n+τ2)} (7)
当 x(n)对称分布时,可知式(7)中的第 3 项的

值为 0。
设 M 个随机序列 xk(n),

 

k= 1,2…,M;n = ±1,
±2,±∞ 均为零均值复随机序列,则 M 维复向量序

列 x(n)= [x1(n),x2(n),…,xM(n)] T 的四阶累积

量定义为

cumx(τ1,τ2,τ3;k1,k2,k3,k4)=

E{xk1
(n)x∗

k2(n+τ1)xk3
(n+τ2)x∗

k4(n+τ3)}-
 

E{xk1
(n)x∗

k2(n+τ1)}E{xk3
(n+τ2)x∗

k4(n+τ3)}-
 

E{xk1
(n)xk3(n+τ2)}E{x∗

k2
(n+τ1)x∗

k4(n+τ3)}-
 

E{xk1
(n)x∗

k4(n+τ3)}E{x∗
k2

(n+τ1)xk3(n+τ2)} (8)
式中 k1,k2,k3,k4∈{1,2,…,M}。

令 τ1 =τ2 =τ3 = 0,则有:
cumx(k1,k2,k3,k4)=

E{xk1
(n)x∗

k2(n)xk3
(n)x∗

k4(n)} -

E{xk1
(n)x∗

k2(n)}E{xk3
(n)x∗

k4(n)} -

E{xk1
(n)xk3(n)}E{x∗

k2
(n)(n)x∗

k4(n)} -

E{xk1
(n)x∗

k4(n)}E{x∗
k2

(n)xk3(n)} (9)

3　 四阶累积量的阵列扩展性

正定又叫超定,是指待估计信号源数小于阵元

数。 欠定就是阵元数小于信号源数。 一般情况下

当信号源数大于阵元数时,会严重影响 DOA 估计

性能。 在欠定情况下,估计目标方位一般从 2 方面

着手:1)所使用的算法性能;2)阵列形状。 由于本

文研究的是任意阵列形状,所以着重分析四阶累积

量算法性能。 四阶累积量对阵列的扩展是基于四

阶累积量的阵列信号处理算法的一个重要特点。
设空间 N 个独立非高斯远场窄带信号入射到 M 个

全向阵元组成的阵列上,空间信号相互独立,信号

与噪声也统计独立,噪声服从高斯分布。 由式(6)
知阵列输出信号写成向量形式为

X( t)=
 

A·S( t) +N( t)
 

(10)

式中:X( t)= [x1( t),x2( t),…,xm( t)]为阵列输出

向量;S( t)= [ s1( t),s2( t),…,sn( t)]为空间信号向

量;N( t)= [n1( t),n2( t),…,nm( t)]为噪声向量;A
 

= [a(θ1,φ1 ),a(θ2,φ2 ),…,a(θm,φm)]为空间导

引向量;sm( t)为第 m
 

个空间信号;xm( t)和 nm( t)为
第 m 个阵列输出及噪声。

定义阵列接收数据的四阶累积量:
C4,x(k1,k2,k3,k4)= cum{xk1

,xk2
,x∗

k3
,x∗

k4
} =

E{xk1
xk2

x∗
k3
x∗
k4

} -E{xk1
x∗
k3

}E{xk2
x∗
k4

} -

E{xk1
x∗
k4

}E{xk2
x∗
k3

}-E{xk1
xk2

}E{x∗
k3
x∗
k4

} (11)
式中 k1,k2,k3,k4∈(1,M)。 随着 k1、k2、k3、k4 的变

化,我们将得到 M4 个元素为了便于操作,可以将

这 M4 个元素放入如下一个 M2 ×M2 的矩阵 R4 中:
R4 (k1 -1)M+k3,(k2 -1)M+k4( ) =
C4,x(k1,k2,k3,k4) (12)

可以证明,当信号相互独立时,对于式(12)定

义的四阶累积量,可以得到:
R4 (k1 -1)M+k3,(k2 -1)M+k4( ) =

　 　 C4,x(k1,k2,k∗
3 ,k∗

4 )=

　 　 E{(X􀱋X∗)(X􀱋X∗) H} -
　 　 E{(X􀱋X∗)}E{(X􀱋X∗) H} -
　 　 E{(XXH)}􀱋E(XXH) ∗} =
　 　 B(θ,φ)CsBH(θ,φ) (13)

式中􀱋表示 konecker 积,又叫直积或张量积。 向

量 a∈Cn,向量 b∈Cm。 则:

a􀱋b=

a1b

a2b

a3b

︙
anb

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

B(θ,φ)= [b(θ1,φ1)b(θ2,φ2)…b(θN,φN)] =

[a(θ1,φ1)􀱋a∗(θ1,φ1)…a(θN,φN)􀱋a∗(θN,φN)]
CS =E{(S􀱋S∗)(S􀱋S∗) H} -

E{(S􀱋S∗)}E{(S􀱋S∗) H} -
E{(SSH)}􀱋E{(SSH)} ∗

 

(14)
式(14)说明,对于原真实阵元所对应的阵列导向

矢量,阵列扩展后的阵列导向矢量为

b(θ,φ)= a(θ,φ)􀱋a∗(θ,φ) (15)
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图 2　 空间阵元位置

Fig.
 

2　 Location
 

of
 

space
 

arrays
假设空间存在 3 个真实阵元,以原点处的阵元

为参考点,如图 2 所示。 由阵列信号的数学模型可

知,如果参考阵元接收空间某一个静态信号的数据

为

r( t)= s( t) (16)
则有:

x( t)= s( t)exp( -ju·px)
 

(17)
x( t)= s( t)exp( -ju·py)

  

(18)
 

式中:u 为信号传播矢量;px 为 x 阵元与参考阵元

的位置矢量;py 为 y 阵元与参考阵元的位置矢量。
针对图 2 所假设的空间阵列,式(13)所描述的阵

列扩展后的阵列导向矢量可写成:

b(θ,φ)= a(θ,φ)􀱋a∗(θ,φ)= [1
 

exp( -jupx
→

 )

exp( -jupy
→

 )] T􀱋[1
 

exp( jupx
→)

 

exp( jupy
→

 )] T =

[1
 

exp( jupx
→

 exp( jupy
→

 )
 

exp( -jupx
→

 )
 

1
 

exp( - jupx
→

 -

py
→

 ))exp( -jupy
→

 )
 

exp -jupy
→

 -px
→

 ( )
 

1] (19)

图 3　 阵列扩展特性

Fig.
 

3　 Features
 

of
 

array
 

extension
从式(19)可以清楚地看出式中的第 4、6、7、8

项中的阵元是扩展出来的(即为虚拟阵元),而其

它 5 项对应的阵元与真实阵元的位置重合,且扩展

出来的位置如图 3 所示。 图中●表示真实阵元,○
表示虚拟阵元。 从图 3 中可以清楚地看出图 2 中

的 3 个实际阵元采用四阶累积量后得到的扩展阵

列共有 7 个阵元,其中 4 个阵元为虚拟阵元。 需要

说明的是,上述的分析都是基于式(10)定义的四

阶累积量矩阵推导出来的。 得出四阶累积量可以

从 2 个方面实现阵列扩展:1) 展宽阵列的有效孔

径,使得测向性能得到提高;2)增加有效的阵元数

目,这是突破传统信号处理算法对入射信号数限制

的根本。 如果采用不同的方法构造四阶累积量矩

阵,将会得到不同的分析结果。

4　 基于四阶累积量的 MUSIC 算法

由四阶累积量的定义及信号数据模型可知,当
采用如下累积量定义:
C4x(k1,k2,k3,k4)= cum{xk1

,xk2
,x∗

k3
,x∗

k4
} (20)

且构成矩阵的第(k1 -1)M+k3 行及第(k2 -1)M+k4

列的值为 C4x(k1,k2,k3,k4)时,有:
R4((k1 -1)M+k3,(k2 -1)M+k4)=

B(θ,φ)CSBH(θ,φ)
 

(21)
且

B(θ,φ)= [b(θ1,φ1)
 

b(θ2,φ2)
 

…
 

b(θN,φN)
 

] =

[a(θ1,φ1)
 

􀱋a∗(θ1,φ1)
 

…
a(θN,φN)

 

􀱋a∗(θN,φN)]
 

(22)
假设空间中有 N 个独立的信号源,那么阵列

接收到的数据矢量 X 的秩为 N,那么 X􀱋X∗ 和 X
􀱋X 的秩为 N2。

 

如式(20)所示,可以直接将 MUSIC 方法推广

到四阶累积量的阵列信号处理。 如果信号源之间

互相独立,即可以对组成的协方差矩阵进行特征分

解,从而获得大特征值对应的信号子空间和小特征

值的噪声子空间。 利用 2 个子空间的正交性,得到

基于四阶累积量的 MUSIC 功率谱函数

P(θ,φ)= 1
‖bH(θ,φ)EN‖2 (23)

由以上的描述过程我们不难看出,基于四阶累

积量的 MUSIC 方法与传统的 MUSIC 方法相比较,
有下列优越性:1)能够完全抑制高斯噪声;2)基于

·44·



　
第 1 期 刘亚萍,等:任意阵列形状的欠定多目标方位估计

累积量进行处理,阵列孔径扩大了一倍,提高了角

度估计的分辨率和精度,增加了能估计信源的个

数,在阵元数目一定的情况下能估计较多的目标信

号源。 在一定应用场景中,尤其是水下目标估计工

程中,各种复杂的环境因素要求阵元数目一定。 该

算法有较好的工程应用前景。

5　 实验仿真

针对阵列信号的四阶累积量所具有的阵列扩

展特性,基于四阶累积量方位估计方法,可估计多

于二阶统计量估计方法的信号源数。 采用如图 4
所示的空间四元坐标轴阵,针对基于二阶统计量估

计方法无法估计的 4 个独立的空间信号源进行仿

真实 验, 信 源 方 向 分 别 为 ( 30°, 150°)、 ( 30°,
-150°)、(120°,150°)、(120°,- 150°)。 实验中快

拍数为 512,信噪比为 15
 

dB。 采用四阶累积量

MUSIC 方位估计方法,实验结果如图 5
 

所示。

图 4　 空间四元阵列结构图

Fig.
 

4　 Structure
 

of
 

spatial
 

quaternary
 

array

图 5　 基于四阶累积量的空间谱图

Fig.
 

5　 Spatial
 

spectrum
 

based
 

on
 

fourth-order
 

cumulant
从实验结果可以看出,传统方法存在对信源数

不能大于阵元数的条件限制。 基于四阶累积量的

MUSIC 欠自由度方位估计方法适用于空间任意结

构阵列,且能实现对数量大于等于阵元数的空间任

意方向目标的方位估计,验证了结论的正确性。

6　 结束语

本文介绍了一种任意阵元数的空间阵列数学

模型,基于四阶累积量的 MUSIC 算法,分析了四阶

累积量算法在阵列信号处理领域中的优良特性。
把四阶累积量应用于阵列信号处理中,能够实现阵

列扩展,且增加了虚拟阵元,扩展了阵列孔径,从而

使得较之于基于协方差的算法能分辨的空间信源

数目更多,测向性能得到提高,弥补了传统算法能

分辨的信号源数目不能多于阵元数、对硬件复杂度

和性能要求较高的缺点。 任意阵列模型具有较高

的灵活性,适用于水下任意环境的目标探测,能够

很灵活地利用较少的阵元数去估计更多的目标信

号源,使硬件结构得到简化,节约能源,在工程应用

中具有很高的应用价值。 通过对基于四阶累积量

的 MUSIC 估计算法进行数值仿真,验证了该算法

的可行性。
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